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Tensor

liniowa jednorodna funkcja: wektor — wektor b=f(a)

f(ca oY o (3) + /F (B)

W danym ukfadzie wspotrzednych i,j, k - tensor jako macierz
f(ad+a,j+ak)=a f@)+a, f())+a,fK)
ale a, f (i) =a,[if (i) + jf, (1) +Kkf, ()]

a, (1) =a,[if.(J)+ Jf,(J) +KkF, ()]
a, f (k) =a,[if, (k) + jf, (k) + kf, (K)]
b, (T, T, T,

Rownanie b=f(a) mozna
wiec zapisac w postaci y oW e

@)
1
—
—
—

0, ) (T Ty T




Zapis X XX Xy Xz X jest rownowazny zapisowi

\ Oz) \sz sz Tzz ) \az ) Ox — Txxax + TXyay T szaz
0, =T,a,+T,a, +T,3,

0, =T,a, + szay +T1,.4,

a takze zapisowi

b=Ta=i(T,a, +T,a,+T,a,)+

XXX XZ ™17
+J(T,a,+T,a,+T,a,)+ k(sza'x +T,a,+T,a,)
Tmr — fm (ér) jest m-tg sktadowg funkcji f dziatajgcej na r-ty wersor

Przyktady: moment pedu, prawo Hooke’a



Symetria tensora
Tmr = Trm tensor symetryczny — 6 niezaleznych sktadowych

Tmr = —Trm tensor antysymetryczny — 3 niezalezne sktadowe

Rownanie wiasne

~

Szczegdlny przypadek: bHa czyli Té — lﬁ - rdwnanie wtasne operatora T

Rozwigzaniem jest a=0, chyba ze de't(T — ﬂ,l) — O - rownanie na liczby A

det(T — A1
(To—A T T, T -4

Xy Xz

det| T T,—-4 T =0

yX yy yz /\ )7\(
\ sz sz Tzz -4 ) \j \

Dla macierzy symetrycznej wszystkie
pierwiastki sg rzeczywiste.




Slad macierzy T, TrT

A+ (T, +T +T,,)

AT Ty =Ty T + T Ty =TTy + Tl — ToTg) +

XX ' yy Xy 'YX yz " zy
+detT =0

Z drugiej strony, zapisujgc rownanie 3-go stopnia
w formie zaleznej od jego rozwigzan ﬂl’ ﬂ/z ’ j?’ mamy

~ (A= A) A= A) (A~ ) =0
Bt Byt 2y 4 2g) = Aoy + Ao+ ) + Aol =0

Poniewaz pierwiastki rozwigzania ﬂi, ﬂ’z ; 23
nie zalezg od uktadu wspétrzednych, K
wiec wspotczynniki w rownaniu (&)

tez nie zalezg od uktadu. k _k >7b 7L3

(&)

Przyktad: moment pedu

Osie gtdwne preta



Przyktad: moment bezwtadnosci dla b. cienkiego preta

s o To$ obrotu
Zatézmy, ze dla danej orientacji preta

2 1 -1
l={-1 2 -1
1 -1 2

gdzie [l ]=m?kg. Réwnanie wtasne ma postat
(2-2 -1 -1
detft -1 2-4 -1 |=0
-1 -1 27
(2-4)°-2-3(2-2)=0
~A+64-91=0

A=0,3,3

~

Istnieje uktad wspotrzednych o takiej orientacji, ze tensor | jest macierzg diagonalna.
Jest to tzw. uktad osi gtownych. Jak skierowane s3 te osie?



Sg to rozwigzania rownania wfasnego, tzw. wektory wtasne, po jednym dla kazde;j A:

2 -1 -1)a a
-1 2 -=1|b|=AlDb

A= -1 -1 2 J)ic C
2a—b—-c=0
—a+2b-c=0 1
a=b=c V(j‘ - O) =11 Os skierowana pod jednakowym
1 katem do OX, Oy, OZ. Tu: o$ preta
A=
—a—-b-c=0
—b-c
V(/I _ 3) _ b Dwie osie skierowane pod katem
prostym do v(A=0).
C




Tensor naprezen (stress)

normalne

T

L

I =4
styczne Ozl P
I: @

Element c* ]

objetosci Af /
os$rodka el
ciggtego

e

W kazdym punkcie osrodka r mozemy wydzieli¢ element objetosci.
Kazdemu kierunkowi normalnej do powierzchni odpowiada sita dziatajgca na te powierzchnie.

— wektor powierzchni, normalny (=prostopadty) do
dS = (de , CISy J dsz) powierzchni, o dtugosci rownej polu powierzchni

Wygodnie jest odréznic sktadowe sity wzdtuz dS i dziatajace stycznie: dlE = dlfn + dlfS

Tensor naprezei O dlE :5d§ czyli dFi :Zo-ijdsj czyli dFi — Jidej
|




Uwaga: tensor naprezen jest symetryczny, bo suma momentow sit =0

Najprostsze stany naprezen jednorodnych

0 0 0)

_ : : S . . : < J 0si 07
5=10 0 0O Rozcigganie (o >0) lub sciskanie (o <0) wzdtuz osi O

(0 0 0)
~ Cisnienie hydrostatyczne (o <0)
oc=|0 o 0
0 o 0
S5=lc 0 0 Scinanie proste w ptaszczyznie XY

0 0 0,



Przyktad: zatézmy, ze dla danej orientacji elementu objetosci sktadowe tensora o S3

2 1 -1
o= 1 2 -1
-1 -1 2

Istnieje taka orientacja uktadu wspdtrzednych, ze tensor c jest diagonalny.
Wartosci wiasne znajdujemy z rdwnania sekularnego

2—-4 1 -1
dett 1 2-4 -1 |=0
-1 -1 2-4

(2= 1) +2-3(2-2)=0
~ A +64-91+4=0
(A +1)(@lf +bi+c)=-2L+64"-91+4 a=1c=4b=-5

1

Lo~
I

A*—B51+4=0 A, = A, =4




W wyrdznionym ukfadzie wspdtrzednych tylko sity normalne do powierzchni sg rézne od zera.

(1 0 0)
=0 1 O
0 0 4

Naprezenia scinajgce sg rowne zero.

Jak znalez¢ kierunki tych osi? S3 to wektory wtasne.
Przyktad: znajdowanie wektora wtasnego dla A = 4.

(2 1 -—-1Ya\) (a)

1 2 -1|b|=4b Zaktadajac c=1, mamy a=b=-1.
Szukany wektor wtasny jest
-1 -1 2 )c) (¢ (—1)
2a+b—-c=4a V(A =4)=|-1
a+2b—c=4b 4



Tensor odksztatcen (strain)

Odksztatcenie = zmiana wzajemnej odlegtosci punktow osrodka.

Dwa sgsiednie punkty osrodka P, Q po odksztatceniu=> P, Q’

PQ =dr —>PQ dr'=dr +dpo=dr +(d&,dn,dg)

, ksi, eta, dzeta
Tensor odksztatcen T :

~ ( A

dp =Tdr % % O

ox oy 0z

czyli d,O, ZT dr T = on on 8_77
ox oy 0z

cyli dp, =Tijdr‘j 0s 05 Og

OX oy 07 )



Kazdy tensor mozna przedstawié¢ w postaci sumy czesci symetrycznej i czesci antysymetrycznej:

(a b ¢
d e f|=
g nh
[ a (b+d)/2 (c+g)/2
=| (b+d)/2 : (f+h)/2 |+
(c+g)/2 (f+hy/2 i
(0 (b-d)/2 (c-g)/2
tl(d=b)/2 0  (f-h)/2
(g-¢c)/2 (h-1)/2 0




Mate przesuniecie elementu osrodka ciggtego sktada sie z:

- translacji (nie daje wktadu do dp)
- obrotu (czes¢ antysymetryczna tensora odksztatcen)

- deformacji (czes¢ symetryczna tensora odksztatcen)

(L0895 on @ o \
_ 1| o¢ axan ayﬁnax gyzy g)g(‘ LIRS
E=—|—+— 2— —+—=|=|y, &, ¥
2| oy  Ox oy oz oy ¢ gx
0 0 on_oc  ,0¢ Ty Tx ¢z

\0Z OX 07 oYy 0z )

Zawsze istnieje lokalny uktad wspdtrzednych (uktad osi gtownych),

w ktorym Yy =Yy =7, =0

Odksztatcenia jednorodne: deformacja nie zalezy od r.



Przyktad: odksztatcenie objetosci
dr'=dr +dp=dr +(d&,dn,d¢)
dxX'=dx+dé =dx+ ¢ dx=(1+¢, )dx
dy'’=dy+dn=dy+e,dy=(1+¢, )dy
dz'=dz+dg=dz+¢,dz=(1+¢,)dz
dV'—-dV =dx'dy'dz'-dxdydz ~
~(l+¢, +&, +¢&,)dxdydz — dxdydz

Wzgledna zmiana objetosci

(dV'—dV)/dV =w=¢, +¢, +¢,

Jezeli ksztatt sie nie zmienia, to E, = 8y =&,




Whiosek: objetosc¢ zalezy tylko od w.

Whniosek: W uktfadzie osi gtdownych kazde odksztatcenie mozna
przedstawic jako sume zmiany objetosci i zmiany ksztattu:

&, =wl3+¢g

g, =wl3+e¢ | B
gdzie =&, -I-&'y + &,

g, =wl3+¢,

poniewaz &, '-I—é‘y '+82'= 0.

[l
+




Odksztatcenie postaci

M

)

g

(0 y, 0
v, 0 O
.0 0 O,
dé =y,dy
dn =y, dx
dgc =0

OX

N

v

dx



Teoria sprezystosci - najprostszy przyktad :

Energia potencjalna oscylatora harmonicznego (np. masa na
sprezynie) w poblizu potozenia rownowagi x, moze by¢
rozwinieta w szereg Taylora

U(x)=U (xo)+b(x—x0)+%k(x—x0)2 +...

dU (x)
Sita ktorg sprezyna dziata na oscylator F (X) = — dx
W potozeniu réwnowagi sita rowna sie zeru, ale  F (XO) =-b

wiec b=0.

Przytozona sita zewnetrzna F, prowadzi do takiego wychylenia
Z potozenia rownowagi, aby sity rownowazyty sie:

d|1 . 1
F —— | —“k(x-=x.)*1=0 czyli X=X, =—F,



Teoria sprezystosci - ogolniej

W przypadku odksztatcen doskonale sprezystych
odksztatcenie jest liniowg funkcjg naprezen.

Prawo Hooke’a — : . =S
&ij _Zsijklakl czyli  &ijj SukIle

o~

podatnosc sprezysta (compliance)
— tensor 4-go rzedu

Mozna tez napisac ZC.JH &g czyli ' Cukl €l
k \ /

sztywnosc (stiffness)
— tensor 4-go rzedu



Prawo Hooke’a mozna wyrazi¢ przez tensory 2-go rzedu, jesli tensor
naprezen i tensor odksztatcen przedstawimy w postaci wektorow.

(o) (Cu C, C3 Cy Ci Cy &
oy C, Gy Gy Gy Gy Cy &y
O33 | _ Cs G Gy Gy G Gy | &
O3 Cu Cu G Cu Cui Cu| 274
O3 Cis Cp Gy Cps Gy Gy 27/y

O12) \Cis Cpe Cy Cus Coo Coe N\ 27,

W ogolnym przypadku tensor C ma 21 niezaleznych sktadowych.



Dla ciat izotropowych zostajg tylko dwie sktadowe:

(6,,) (A+2u A A 0 0 0Y) ¢
o A A+2u A 0 0 Of ¢
Oaa A A A+2u 0 0 O g,
o 0 0 0 u 0 0|2y,
o 0 0 0 0 u 02y,

\0,) U O 0 0 0 0 wu)2y,,
gdzie A, W s3 znane jako tzw. wspdtczynniki Lamégo.

Modut Younga Stata Poissona 2

e _ H8A+2u) .
A+ u 2(A + u)



State E, 0 mozemy zmierzyC np. rozciggajac pret wzdtuz osi OX.
Jezeli jedyna rdzna od zera sktadowa naprezenia w osrodku
izotropowym jest O;; , to mamy prawo oczekiwac ze E, =&

Z prawa Hooke’a
P o1 =(A+2u)e, +2¢,

0=A¢, +2(4 + e,

codaje &y A B A+ u
— = Ey = 014
e 24+ ) u(2p+32)
Porownujac to z wzorami doswiadczalnymi
£, AL 1F
— = —0 - =
Ex L ES

otrzymujemy zwigzki Ei oz Ai .

y



